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Goniometria

Equazioni goniometriche

ESERCIZI SVOLTI EQUAZIONI GONIOMETRICHE RICONDUCIBILI A OMOGENEE

ESERCIZIO N°1
Risolvere I’equazione
(V3+3)sen?x+ (V3—1)senxcosx+2cos’x—3=0

L’equazione data ¢ riconducibile ad un’equazione omogenea di secondo grado se si moltiplica
il termine noto per la prima relazione fondamentale della goniometria, infatti essendo

cos?x+sen’x =1
e moltiplicando ambo i membri per —3 si ha
—3(cos? x + sen? x) = —3

e andando a sostituire nell’equazione data si ottiene

(V3 +3)sen?x+ (V3 —1) sen x cos x + 2 cos? x —3 (cos? x + sen? x) = 0
Ossia

(V3+3)sen?x+ (V3 —1)senxcosx+2cos?x—3cos?x—3sen’x =0
Riducendo i termini simili si ha

V3sen?x+ (V3 —1)senx cosx — cos? x = 0

Si osserva che I’equazione data si € trasformata in un’equazione omogenea di secondo grado
nella forma completa.

Dividendo tutti i termini dell’equazione per cos?x # 0 quindi ponendo

2k
x#*—+km
2
si ha
V3 sen? x N (V3—1)senxcosx cos?x
cos? x cos? x cosZx
Cioe

V3tgZx+(V3-1)tgx—1=0
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che ¢ un’equazione di secondo grado nell’incognita tg x

Pertanto

2 2
A=(V3-1) —4xV3x(-1)=3+1-2V3+4V3=3+1+2V3=(V3+1) >0
Quindi ’equazione ammette due soluzioni reali e distinte, infatti

—«/§+1—\/§—1: 23

e “OB-DE(EHY) 23 2
g 2V3 ¥ —V3+1+v3+1 2 1 V3
2V3 2v3 V3 3

Per tgx =—1 siha x = 135° + k180°

Per tgng siha x = 30° + k 180°

Inoltre, si deve verificare cosa accade se nell’equazione data si sostituisce il valore

xX==
2

ossia se I’equazione data ammette un’ulteriore soluzione.

Pertanto, si ha
T

3=0
2

T T om
(V3 + 3) sen? >+ (V3-1) sen > cos E+2cosZ
Essendo
T 1 T 0
sen > =1 e cos - =

si ottiene

V3+3£#3-5V3£0

Quindi I’equazione data non si annulla, allora il valore
X==

2

non e soluzione dell’equazione.
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ESERCIZIO N°2
Risolvere l’equazione
sen’x+ senxcosx —3cos?x=1

L’equazione data ¢ riconducibile ad un’equazione omogenea di secondo grado se si utilizza la
prima relazione fondamentale della goniometria, infatti essendo

cos’x +sen’x =1
e andando a sostituire nell’equazione data si ottiene
sen? x + sen x cos x — 3 cos? x = cos? x + sen? x
Ordinando e semplificando i termini si ha

2

4cos“x— senxcosx =0

Si osserva che ’equazione data si ¢ trasformata in un’equazione omogenea di secondo grado
nella forma incompleta.

Dividendo tutti i termini dell’equazione per cos?x = 0 quindi ponendo

T
x#*+—+knr
2
si ha
4 cos’x senxcosx
cos? x cos?x
Cioé

4—-tgx=0->tgx=4
che ¢ un’equazione goniometrica elementare.
Pertanto, si ha
x=arctg4 ="75,9637°+ k 180°

Inoltre, si deve verificare cosa accade se nell’equazione data si sostituisce il valore

xzi

ossia se I’equazione data ammette un’ulteriore soluzione.

Pertanto, si ha

sen? n+ senncosn 3coszn—1
2 2 2 2

Essendo
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—=1 —=0
sen 2 e Cos

si ottiene

1 =1 identita’

Quindi I’equazione data ammette anche la seguente famiglia di soluzioni

s
X ==
2 T

ossia

x =90°+ k 180°

Osservazioni

L’equazione 4 cos’? x — senx cosx = 0 si pud risolvere anche mettendo in evidenza il
fattore cos x , infatti si ottiene

cosx(4cosx—senx) =0
Per la legge di annullamento del prodotto,axb=0<a =0 VvV b = 0, si puo scrivere
1 fattore
cosx =0-x=90°+ k180°
2 fattore
4cosx—senx =0
Dividendo per cos x + 0 si ha
4—-tgx=0-tgx=4
Cioe

x =arctg4 =175,9637°+ k 180°
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ESERCIZIO N°3
Risolvere l’equazione
sen?x++V3senxcosx—2cos’2x—1=0

L’equazione data ¢ riconducibile ad un’equazione omogenea di secondo grado se si moltiplica
il termine noto per la prima relazione fondamentale della goniometria, infatti essendo

cos’x+sen’x=1
e moltiplicando ambo i membri per —1 si ha
—(cos? x + sen? x) = —1
e andando a sostituire nell’equazione data si ottiene
sen? x + V3 sen x cos x — 2 cos? x —(cos? x + sen? x) = 0
Ossia
sen? x + V3 sen x cos x — 2 cos? x —cos? x — sen® x = 0
Riducendo i termini simili si ottiene

2

\/§senxcosx—3cos x=0

Si osserva che ’equazione data si ¢ trasformata in un’equazione omogenea di secondo grado
nella forma completa.

Dividendo tutti i termini dell’equazione per cos?x # 0 quindi ponendo

x¢g+kn
si ha
\/§senxcosx_3coszx_
cos? x cos2x
Cioe
3 3 xv3 3 x+3
\/§tgx—3=0—>tgx=ﬁ—>tgx=\/§x\/§= 3 =3
Quindi si ottiene
tgx =3

che ¢ un’equazione goniometrica elementare, pertanto x = 60° + k 180°

Inoltre, si deve verificare cosa accade se nell’equazione data si sostituisce il valore

x =90°
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ossia se I’equazione data ammette un’ulteriore soluzione. Pertanto, si ha
sen? 90° + /3 sen 90° cos 90° — 2 cos290°— 1 =0
Essendo
sen90°=1 e cos90°=0
siottiecne 1-1=0

Quindi I’equazione data si annulla per il valore x =90° ossia ammette la famiglia di
soluzioni

x =90° + k 180°

ESERCIZIO N°4
Risolvere I’equazione
sen’x+ senxcosx =1

L’equazione data ¢ riconducibile ad un’equazione omogenea di secondo grado se si utilizza la
prima relazione fondamentale della goniometria, infatti essendo

cos’x +sen’x=1
e andando a sostituire nell’equazione data si ottiene
sen? x + sen x cos x = cos? x + sen? x
Ordinando e semplificando i termini si ha
cos’x— senxcosx =0

Si osserva che ’equazione data si ¢ trasformata in un’equazione omogenea di secondo grado
nella forma incompleta. Si puo risolvere mettendo in evidenza il fattore cos x , cioe

cosx (cosx—senx) =0
Per la legge di annullamento del prodotto,axb=0<a =0 Vv b = 0, si puo scrivere
1 fattore
cosx =0-x=90°+ k 180°
2 fattore
cosx—senx =0 - cosx =senx
Per la regola degli angoli associati sen x = cos (90 — x) sostituendo si ottiene

cosx=cos (90 —x) > x =90 —x+ k180° - 2x = 90° + k180° —» x = 45° + k90°
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